CAPITOLUL 1

PROBABILITATE, VARIABILE ALEATOARE
SI PROCESE STOCHASTICE

1.1. SCURT ISTORIC AL TEORIEI PROBABILITATII

Marele matematician american Claude Elwood Shannon (30.04.1916 —
24.02.2001), fondatorul teoriei moderne a informatiei, si-a formulat ideile cu
ajutorul teoriei probabilitatii. Faptul ca el si-a scris lucrarile in limba engleza
nu ne obligd sa Invatdm mai intdi aceastd limba pentru a le intelege, cici o
expunere a continutului lor In roméaneste este perfect posibila si a fost deja
facuta foarte bine; nimic, insd, nu ne dispenseazd de asimilarea prealabila a
bazei teoriei probabilititii pentru a avea acces la teoria matematica a
informatiei. De altfel, numeroase alte discipline de studiu se bazeaza pe teoria
probabilitatii, de la fizica statisticd pana la sociologie si lingvistica, asa incat
efortul nostru nu e unul foarte special, numerosi alti studenti facandu-l in
cadrul educatiei lor.

Originile teoriei probabilitatii trebuie cautate in interesul purtat de unii
nobili din Europa medievala jocurilor de noroc, o petrecere a timpului care le
mobiliza de minune surplusul de inteligentd, neconsumat in scopuri utilitariste,
ca de exemplu nascocirea unor masindrii si mecanisme, indeletnicire ldsata pe
seama mintilor mai prozaice ale burghezilor. Germenii teoriei probabilitatii au
aparut pe la mijlocul secolului XVII in lucrdrile lui Pierre de Fermat
(1601-1665), Blaise Pascal (1623—-1662) si Christian Huygens (1629-1695).
Desi cercetdrile lor erau inspirate de jocurile de noroc, importanta noilor
concepte introduse —, cel de probabilitate a unui eveniment stochastic si cel de
valoare medie sau asteptatd a unei variabile aleatoare — pare-se ca le era clara,
dupd cum da de inteles Huygens in primul text despre probabilitate tiparit
(1657) Cu privire la calculele din jocurile de noroc: ,Cititorul va binevoi sa
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remarce cd nu ne ocupam numai cu jocurile de noroc, dar ci se si pun aici
fundamentele unei foarte interesante si profunde teorii. Mentiondm ca
excentricul savant si mare amator de jocuri de noroc Girolamo Cardano
(1501-1576) scrisese Cartea jocurilor si a norocului pe la 1520, dar ea n-a
fost publicata decat in 1663. Ulterior, Jacob Bernoulli (1654—1705), Abraham
de Moivre (1667-1754), reverendul Thomas Bayes (1702—1761), marchizul
Pierre Simon Laplace (1729-1827), Johann Friedrich Carl Gauss (1777-1855)
si Siméon Denis Poisson (1781-1840) au contribuit semnificativ la dezvol-
tarea teoriei probabilitatii. Scoala rusd a dat mari matematicieni ca
P.L. Cebisev (1821-1894) si studentii sai A. Markov (1856-1922) si
A. M. Liapunov (1857—-1918) cu contributii importante legate de legea nume-
relor mari. Germanul Richard von Mises, pe la inceputul secolului XX, a intro-
dus o teorie a probabilititii bazatd pe definitia probabilititii ca frecventa
relativa. Dar teoria deductiva bazatd pe definitia axiomatica a probabilitatii,
asa cum o studiem in zilele noastre, i este atribuitd in principal lui Andrei
Nicolaevici Kolmogorov, care, in anii 1930, impreund cu Paul Lévy, a funda-
mentat 0 conexiune stransd intre teoria probabilitatii §i teoria matematica a
multimilor si a functiilor de o variabila reala. Se cuvine mentionat, totusi, ca
matematicianul francez Emile Borel (1871-1956)  ajunsese la aceste idei
anterior.

1.2. CE INTELEGEM PRIN PROBABILITATE

O teorie se numeste determinista daca stabileste relatii matematice
precise intre diversele marimi cu care opereaza. De exemplu, de la bazele
electrotehnicii stim ca, daca legdm la bornele unei baterii de 9 V un rezistor
avand rezistenta nominald de 1 kQ, prin el va curge un curent de 9 mA,
conform legii lui Ohm. Dacd vom masura acest curent cu un miliam-
permetru analogic, acul va indica valoarea calculata, cea la care ne asteptam,
dar In ce priveste precizia, aceasta depinde printre altele si de acuitatea
noastrd vizuald. Pentru o masuratoare mai obiectivd, utilizim un
miliampermetru digital, care ne arati, si spunem, 9,08113 mA. Inlocuind
rezistorul cu un altul de aceeasi valoare nominald a rezistentei si repetand
masuratoarea, citim acum 8,97893 mA. Pastrand rezistorul, dar inlocuind
bateria cu alta de aceeasi tensiune nominala, masuram acum 9,11023 mA.
Care este explicatia? S& nu fie decat aproximativa legea lui Ohm? Desigur
cd nu. Dar rezistoarele produse industrial cu valoarea proiectata de 1 kQ, ca
si bateriile cu tensiunea nominald de 9 V, rezulta din procesul tehnologic cu
o oarecare abatere de la valoarea nominald, suficient de mica insa pentru a fi
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acceptabild in practica. Adevarul este cd trebuie sa proiectim circuitele
noastre electronice astfel incat sa functioneze bine, desi componentele pe
care le folosim au parametri doar aproximativ egali cu cei nominali.
Observam 1nsd un fapt interesant: daca masurdm un numar mare de
rezistoare de 1 kQ si facem media aritmeticd a masuratorilor, aceasta este
apropiatda de 1 kQ), iar cu cat numarul masuratorilor este mai mare, cu atat
este mai apropiatd media aritmetica de cea nominala.

Vedem deci cd, in anumite domenii, media tinde spre o valoare
constantd pe masurd ce numarul observatiilor creste si cd aceastd valoare
ramane aceeasi daca media se efectueazd pe orice subsir specificat mai
inainte de realizarea experimentului. Teoria probabilititii cu aceasta se
ocupd, cu mediile unor fenomene de masa ce apar pe rand sau simultan:
emisia electronilor, apelurile telefonice, defectdrile unor sisteme tehnice,
rata natalitdtii §i cea a mortalititii, zgomotul si multe altele.

Teoria are menirea de a prezice asemenea medii cu ajutorul
probabilititii evenimentelor. In vreme ce jocul de sah este absolut deter-
minist —, facand abstractie de caracterul conjunctural al conditiei fizice si
mentale a celor doi adversari, jocurile de noroc (de la rigca si barbut pana la
loteria de stat, trecand prin jocurile de cazino, ca ruleta si bacara) au un
caracter probabilist prin excelentd, incat, fard a le recomanda, le putem
utiliza In scop ilustrativ.

Sa catapultdim o moneda cu un bobarnac; dupd un zbor elegant prin
aer, moneda va ateriza pe o suprafatd plana cu una din cele doua fete in sus.
In aceastd carte, vom numi conventional cele doua fete ,,capul* si ,,banul®.
Faptul cd anumite monede au o stemd sau o pajurd in loc de capul unei
figuri istorice nu schimba, desigur, datele experimentului nostru. Sa
presupunem cd a cazut ,,capul®. Putem deduce din aceasta cd, la o noua
aruncare a monedei, va cadea din nou capul? (Sa renuntdm la ghilimele).
Nicidecum, dupd cum bine stim din experientd. S& repetam, totusi,
experimentul de un numar » de ori, sd spunem n = 10. De n. ori va cadea
capul, de n, ori banul, astfel incat n, + n. = n. Pentru un numar » mic de
incercari, se poate ca n, # n.. Observam, insa, ca, pe masura ce n creste, n,
si n. sunt tot mai apropiate. Pentru o moneda nemasluita si un numar mare n
de incercari, n, $i n, trebuie sa fie egale.

Sa incepem acum sa ne familiarizim cu terminologia specifica
teoriei probabilitatii. Aruncarea monedei o singurd data este un exemplu de
experiment. Efectuarea experimentului este o incercare. Faptul cad moneda a
cazut cu o fata in sus este rezultatul experimentului. Spatiul de probabilitate,
sau spatiul esantioanelor S al unui experiment constd din multimea tuturor
rezultatelor posibile. In cazul aruncarii monedei, S ={capul, banul}, iar in
cazul aruncarii zarului, S ={f1, /2, f3, f4, f5, fs}, unde f; este fateta marcata cu i
puncte. Cele doud, respectiv sase rezultate posibile sunt punctele esantion
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ale experimentului. Un eveniment este o submultime a lui S §i poate consta
din orice numar de puncte esantion.

Fie S spatiul esantioanelor pentru experimentul constand din aruncarea
zarului. Un posibil eveniment este A={ f», f4} care consta din rezultatele £, si
fi. Complementul evenimentului 4, notat A, consti din toate punctele
esantion din S care nu sunt in 4: 4 = {fi, f3, f5, fs}. Doud evenimente se
spune ca sunt mutual exclusive daca n-au puncte esantion in comun, adica,
daca aparitia unui eveniment exclude aparitia celuilalt. Cu consecventd, de
acum Inainte, in locul cuvantului intdmplator, vom utiliza termenul stiintific de
aleator. (In limba latind, aleator inseamni jucitor de zaruri). Pentru ca un
experiment sa fie aleator, trebuie sa fie satisfacute trei cerinte:

1. Experimentul sa fie repetabil in conditii identice.

2. La orice Incercare a experimentului, rezultatul sa fie imprevizibil.

3. Pentru un numar mare de Incercari ale experimentului, rezultatele sa
prezinte regularitate statisticd. Aceasta inseamnd cd, daca se repetd
experimentul de un numar mare de ori, se observa cad rezultatele au medii
definite.

S& ludm acum un zar. Presupunem ca oricine a vazut un zar, dar sa il
descriem totusi ca pe un mic cub din os sau din plastic avind marcate cele sase
fatete cu un numar de puncte, de la 1 la 6. Daca aruncam un zar permitandu-i
sd se rostogoleasca de mai multe ori, el se va opri in cele din urma, pe o supra-
fatd plata orizontald, cu o fatetd in sus. Care va fi ea? Nu stim cu anticipatie
decat ca va fi una din cele sase. Aparitia unei fatete este un eveniment. Un
eveniment apare cu o anumitd probabilitate. Stim cu totii, fard prea multa
teorie, cd probabilitatea unei fatete este egala cu 1/6. Dar cum definim
probabilitatea unui eveniment? Vom vedea aceasta in sectiunea urmatoare.

1.3. DEFINITIA PROBABILITATII
Sunt trei definitii ale probabilitatii, dupa cum urmeaza.

Definitia clasica

Timp de secole, s-a utilizat definitia clasica, potrivit careia
probabilitatea P(4) a unui eveniment 4 se determind a priori fard a efectua
vreun experiment. Ea este data de raportul
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P(4) = %

(1.1)
unde N este numdrul rezultatelor posibile iar Ny este numarul rezultatelor
care sunt favorabile evenimentului A.

in experimentul cu zarul, sunt sase rezultate posibile, astfel incat
probabilitatea oricaruia dintre ele este egald cu 1/6. Rezultatele favorabile
evenimentului compus par (adica, oricare din fatetele f, fi, fs) sunt in
numar de trei astfel incat P(par) = 3/6.

in experimentul cu o moneda nemasluitd, N =2 si N, = N, = 1, astfel
incat probabilitatea de a cadea capul este egald cu cea de a cadea banul si
deci P(cap) = P(ban) = 1/2.

Nu rareori, nsa, semnificatia numerelor N si N4 nu este clard. Spre
exemplu, care este probabilitatea p ca, aruncidnd doud zaruri, suma
numerelor marcate pe fatetele vizibile dupa oprire sa fie 7? Pentru a rezolva
aceastd problema utilizdnd definitia clasica (1.1), trebuie sa determinam
numerele N si V.

a) Am putea considera drept rezultate posibile cele 11 sume 2, 3, ...,
12. Dintre acestea, numai una dintre ele, si anume 7, este favorabila, astfel
incat p = 1/11. Acest rezultat este gresit.

b) Am putea numdra drept rezultate posibile toate perechile de
numere fara a face deosebire intre primul si al doilea zar. Avem acum 21 de
rezultate dintre care favorabile sunt perechile (3, 4), (5, 2) si (6, 1). Deci
Ny=3si N=21, deunde p = 3/21. $i acest rezultat este gresit.

c¢) Solutiile precedente sunt gresite fiindca rezultatele nu sunt egal
probabile. Trebuie sd socotim toate perechile de numere facand deosebire
intre primul si al doilea zar. Numarul de rezultate posibile este acum 36, iar
rezultatele favorabile sunt cele sase perechi (3, 4), (4, 3), (5, 2), (2, 5), (6, 1)
si (1, 6). Prin urmare, p = 6/36.

Definitia probabilitatii ca frecventa relativa
Probabilitatea P(4) a unui eveniment 4 este limita
. ny
P(A4) = lim = (1.2)
n—w n

unde 7,4 este numarul de aparitii ale lui 4 iar n este numarul de incercari.
In practicd, vom aproxima infinitul printr-un numar mare de
incercdri. Spre exemplu, am putea calcula probabilitatea utilizand (1.2)
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pentru cateva valori ale lui » din ce In ce mai mari, pand cind obtinem
aproximativ aceeasi valoare pentru P(4).

Definitia axiomatica a probabilitatii

Ne vom baza pe teoria multimilor, cu care suntem cu totii
familiarizati. Sa notdm cu f; fatetele unui zar. Ele sunt elementele multimii
S ={f1, 2, 3, f4, f5, fo}. Numim aceastd multime spatiu de probabilitate si in
acelasi timp evenimentul sigur, caci la fiecare incercare, este sigur ca va
aparea unul din elementele sale. Elementele sale se numesc rezultatele
experimentale. Submultimile sale se numesc evenimente. In cazul aruncirii
zarului, sunt 2° = 64 de submultimi: {}, {fi},..., {fi, o}sers {Fis for fi}oer S.
Multimea vidda {J} este evenimentul imposibil, iar evenimentul {f}
constand dintr-un singur element f; este un eveniment elementar.

Atribuim fiecarui eveniment 4 un numar P(4), pe care-l numim
probabilitatea evenimentului A. Acest numar se alege astfel ncat sa fie
satisfacute urmatoarele trei conditii, care sunt axiomele teoriei probabilitatii:

Al P(4)20 (1.3)
A2. P(S)=1 (1.4)
A3. Daci AN B = {J},

P(AU B) = P(4) + P(B) (1.5)

Pe baza axiomelor, deducem urmatoarele proprietati.

P1. Probabilitatea evenimentului imposibil este zero:

P{O} =0 (1.6)

Intr-adevir, 4 N {D} = {D} si 4 U {D} = A. De aceea, conform
axiomei A3, avem:

P(A)=PA v D} =P(A) + P{J}
P2. Pentru orice 4,
P(A)=1-P(4)<1 (1.7)
dincauzici AuA=Ssi AnA ={J}, deunde
1=P(S)=P(AUA)=P(A)+P(A4)
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P3. Pentru orice 4 si B,
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANnB)< P(A)+ P(B) (1.8)

Pentru a demonstra aceastd proprietate, scriem evenimentele 4 B
si B ca reuniuni de doud evenimente care se exclud reciproc:

AUB=AU(ANB)
B=(ANnB)U(4NB)
De aceea, aplicdnd axioma A3, putem scrie:
P(AUB) = P(A)+ P(4A N B)
P(B)=P(ANB)+P(ANB)
Eliminand P(4 N B), obtinem (1.8).
P4.Daca Bc A4, avem
P(A4)=P(B)+P(ANB) > P(B) (1.9)
din cauzici A=BU(ANB) si BN (ANB)={D}.

1.4. CLASA F A EVENIMENTELOR

Evenimentele sunt submultimi ale lui S carora le-am atribuit
probabilititi. Pentru a elimina unele dificultati matematice legate de multimi
cu un numdr infinit de rezultate, nu vom considera drept evenimente toate
submultimile lui S, ci doar o clasa F de submultimi.

Un camp F este o clasa nevidd de multimi astfel incat:

Pl. DacideF,atunci 4 €F (1.10)
pP2. Dacad4 € FsiBe F,atunci (AU B)eF (1.11)

Aceste doud proprietati sunt suficiente pentru ca F sa fie un camp.
Din ele, rezulta proprietatile urmatoare:

P3. Daca 4 € FsiBe F,atunci (AnB)e F (1.12)

Intr-adevar, din (1.10) urmeazi ci 4 €F si B eF. Aplicand P1 si
P2 la multimile A si B,rezultici AUBeFsi AUBeF.
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P4. Un camp contine evenimentul sigur si evenimentul imposibil:
SeFsi{d} eF (1.13)

Intr-adevar, fiindca F nu este o multime vida, contine cel putin un
element 4, iar conform P1, va contine $i A . Prin urmare, A U A=S € Fsi
ANA={D} e F.

Din cele de mai sus, rezultd cd toate multimile ce se pot scrie ca
reuniuni sau intersectii ale unui numar finit de multimi din F sunt si ele in
F. Aceasta, Insa, nu este in mod necesar cazul §i pentru un numar infinit de
multimi. Suntem astfel nevoiti sa introducem notiunea de camp Borel.

Dacd pentru orice sir infinit A4;,--,4,,-- de multimi din F,

reuniunea si intersectia acestor multimi apartin §i ele lui F, atunci F se
numeste un camp Borel.

Clasa tuturor submultimilor unei multimi S este un camp Borel. Sa
presupunem ca o clasd C de submultimi ale lui S nu este un camp.
Adaugandu-i alte submultimi ale lui S, toate submultimile daca este necesar,
putem forma un camp avand C drept submultime.

Pentru cazul unui numdr infinit de multimi, trebuie sa adaugam la
cele trei axiome ale probabilititii o a patra, numitd axioma probabilitatii
infinite:

A4. Daca evenimentele A4;, 4,, --sunt mutual exclusive, atunci

P(4; U Ay U-+) = P(A)) + P(Ay) + - (1.14)

1.5. DEFINITIA AXIOMATICA A UNUI EXPERIMENT

In teoria probabilitatii, specificim un experiment cu ajutorul urma-
toarelor concepte:

1. Multimea S a tuturor rezultatelor experimentale.

2. Campul Borel al tuturor evenimentelor din S.

3. Probabilitatile acestor evenimente.

Daca spatiul S consta din N rezultate, unde N este un numar finit, iar
evenimentul elementar {; are probabilitatea p; conform axiomelor
probabilitdtii, numerele p; trebuie sa fie pozitive iar suma lor trebuie sa fie
egala cu 1:
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p;20si py+---+py =1 (1.15)

Probabilitatea oricarui eveniment 4 constind din » evenimente
elementare se poate scrie ca suma probabilitdtilor acestora.

1.6. DREAPTA REALA

Sé presupunem cd S este multimea numerelor reale. Submultimile sale
pot fi considerate drept multimi de puncte de pe dreapta numerelor reale. Se
poate arata ca este imposibil s atribuim probabilitati tuturor submultimilor lui
S astfel incat sa satisfacd axiomele Al1-A4. Pentru a construi un spatiu de
probabilitate pe dreapta numerelor reale, vom considera drept evenimente
intervalele x; < x < x, precum si reuniunile si intersectiile numarabile ale
acestora. Aceste evenimente formeaza un camp F definit drept cel mai mic
camp Borel ce include toate semidreptele x < x;, unde x; este orice numar real.
Acest cimp contine toate intervalele deschise si inchise, toate punctele si,
practic, toate multimile de puncte de pe dreapta numerelor reale ce prezinta
interes in aplicatii. Mentionam ca existd multimi de puncte de pe dreapta
numerelor reale care nu sunt reuniuni §i intersectii numarabile de intervale, dar
ele nu prezinta interes in majoritatea aplicatiilor.

Presupunem ca p(x) > 0 este o functie astfel incat

[ peodx=1 (1.16)

Definim probabilitatea evenimentului {x < x;} prin integrala

P{ix<x;}= sz(x)dx (1.17)

—0o0

Probabilitatea evenimentului {x; < x < x,} constand din toate
punctele din intervalul (x;, x,] este data de

R)
Pixi<x<x} = jp(x)dx (1.18)
X
Intr-adevir, evenimentele {x < x;} si {x; < x < x»} sunt mutual

exclusive iar reuniunea lor este egald cu {x < x,}. Conform axiomei A3,
avem
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P{x<x1} + P{x;<x<x} = P{x<x}

si (1.8) rezulta din (1.17).

Observam cd, daca functia p(x) este marginita, integrala din (1.18)
tinde spre 0 pentru x; — x,. Aceasta conduce la concluzia ca probabilitatea
evenimentului {x;}constdnd din rezultatul x,este 0 pentru orice x;. Deci,

probabilitatea tuturor evenimentelor elementare din S este egald cu 0, desi
probabilitatea reuniunii lor este egald cu 1. Aceasta nu vine in conflict cu
axioma A4, caci multimea elementelor lui S nu este numarabila.

Mase de probabilitate

Putem interpreta probabilitatea P(4) a unui eveniment 4 drept masa
figurii corespunzdtoare din reprezentarea prin diagrama Venn. Fie, de
exemplu, identitatea

P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(ANB).

Membrul sting este egal cu masa evenimentului 4uU B. In suma
P(A)+ P(B), masa lui 4N B este socotitd de doud ori. Pentru a obtine din

aceastd suma P(A U B), trebuie deci sa scddem din ea P(4A N B).

e

i

AUB

Fig. 1.1. Diagrama Venn a spatiului de probabilitate S ardtdnd doud multimi de evenimente
A si B impreuna cu reuniunea 4 U B si intersectia 4 N B lor.
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1.7. EVENIMENTE COMUNE $§1
PROBABILITATI COMUNE

Fie doua experimente, primul constdnd din aruncarea unui zar
nemasluit

Si={firSsheu R(f) =4
si al doilea constand din aruncarea unei monede nemasluite
S, = {C, b} cu Pz{c} =P2{b} = .

S& considerdm experimentul combinat constand din efectuarea
ambelor experimente S; si Sy. Produsul cartezian S; x S, este o multime S ale
carei elemente sunt toate perechile ordonate €&y, unde §; € S 518, € S,.

stl><82

Daca 4 este o submultime a lui S; iar B este o submultime a lui S,
multimea C = 4 x B, constand din toate perechile {;,, unde §; € 4 si
&, € B, este o submultime a lui S.

Produsul cartezian al experimentelor S; si S, este un nou experiment
S =S x S, ale carui evenimente sunt toate produsele carteziene de forma A
x B, unde A4 este un eveniment din S; iar B este un evenimente din S,,
precum si reuniunile si intersectiile acestora.

In acest experiment, dacd P;(4) este probabilitatea evenimentului 4
in experimentul S; iar P»(B) este probabilitatea evenimentului B in
experimentul S,, probabilitatile evenimentelor 4 x S, si S; x B sunt

P(4 x S) = Py(A) (1.19)
P(S) x B) = P5(B) (1.20)

Experimente independente

Doua evenimente A4 si B se spune ca sunt independente daca
P(AN B)=P(A)P(B) (1.21)

In multe aplicatii, evenimentele 4 x Sy si S; x B din experimentul
combinat S sunt independente pentru orice 4 si B. Intrucit intersectia
acestor evenimente este egald cu 4 x B, din (1.19), (1.20) si (1.21)
conchidem ca
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P(A xB) = P(A x S3)P(S| x B) = P1(A)P2(B) (1.22)

Vom reformula conceptul de experiment combinat astfel: dacd un
experiment are rezultatele posibile 4;,i=12, --,n, iar cel de al doilea expe-
riment are rezultatele posibile B o J =120 m, experimentul combinat are
rezultatele comune posibile (Ai,Bj ),i=12,-n, j=12,--,m. Probabi-
) satisface

litatea comuna P(4;,B;) asociatd cu evenimentul comun (4;,B

J J
conditia

0< P(4;,B;)<1

Presupunand ca rezultatele B joJ = 1,2,---,m sunt mutual exclusive,

urmeaza ca
m
D P(4;,B;) = P(4;) (1.23)
Jj=1

Similar, daca rezultatele 4;,i =1,2,---,n sunt mutual exclusive, avem

n

D P(4;,B;)=P(B;) (1.24)

i=1
P(4;) din (1.23) si P(B;) din (1.24) se spune ca sunt probabilitati
marginale. Dacd toate rezultatele celor doud experimente sunt mutual
exclusive, avem

fiP(A,.,Bj)zl (1.25)
i=l j=1

1.8. PROBABILITATI CONDITIONATE

Sa consideram un experiment combinat in care un eveniment comun
apare cu probabilitate P(4, B). Presupunem ca evenimentul B a aparut si
vrem s determinam probabilitatea de aparitie a evenimentului 4. Aceasta se
numeste probabilitatea evenimentului 4 conditionata de aparitia eveni-
mentului B si se defineste prin relatia



PROBABILITATI CONDITIONATE 13

P(A,B)

P(A|B) = 5)

(1.26)

pentru P(B) > 0. Similar, probabilitatea evenimentului B conditionata de
aparitia evenimentului 4 este

_ P(4,B)
P(B|A) = —P(A) (1.27)
pentru P(4) > 0. Combinand (1.26) si (1.27), obtinem:
P(A4,B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) (1.28)

Aceste relatii se aplica si In cazul unui singur experiment in care 4 si
B sunt doud evenimente definite pe spatiul esantioanelor S iar P(4, B) este
interpretatd drept probabilitatea lui 4 N B. Cu alte cuvinte, P(4, B) este
probabilitatea aparitiei simultane a evenimentelor 4 si B. Daca doua
evenimente 4 si B sunt mutual exclusive, 4 N B = {J} si deci P(4 |B) =0.
Daca 4 este o submultime a lui B, 4 N B =4 si deci

pap) = LA
P(B)
Daca insa B este o submultime a lui 4, avem A4 N B = B si deci

P(4|B) = %:1.

Teorema probabilitatii totale

O partitie U =[4,,--,4,] a lui S este prin definitie o colectie de n
submultimi 4, --, 4, ale lui S disjuncte a caror reuniune este egald cu S. Fie
B un eveniment arbitrar. Avem atunci

P(B) = P(B|4,)P(4,) + ... + P(B|4n)P(A4.) (1.29)
Demonstratie
Este clar ca
B=BNnS=BNn(4u---UA4,)=(BNA)u--(BNA4,).

Dar evenimentele BN 4; si BN A; sunt mutual exclusive din cauza

cd evenimentele 4; si 4; sunt mutual exclusive. Prin urmare
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P(B)=P(BNA4))+---+P(BN4,).
Conform (1.28), avem 1nsa
P(B N A4;) = P(B|4;)P(4))

Utilizand aceasta in expresia lui P(B), rezulta (1.29).

Teorema lui Bayes

Aplicand (1.28), putem scrie ca

P(4;)
P(A4;|B)=P(B| 4,))—= 1.30
(4; | B) (Il)P(B) (1.30)
Introducand (1.29) in (1.30), obtinem teorema lui Bayes:
_ P(B| 4;)P(4;)
P(B| A))P(4)+---+P(B| 4,)P(4,)

P(4; | B) (1.31)

Independenta statistica

Sa presupunem ca aparitia lui 4 nu depinde de aparitia lui B, ceea ce
inseamna ca

P(A|B)=P(A) (1.32)
Inlocuind (1.32)in (1.26), obtinem ca
P(A,B)=P(A)P(B) (1.33)

Daca probabilitatea comund a evenimentelor 4 si B se descompune
in produsul probabilitatilor marginale P(A)si P(B), se spune cd eveni-
mentele sunt independente statistic.

Definitia independentei statistice se poate generaliza la un numar »
de evenimente. Spre exemplu, trei evenimente independente statistic Ay, 4>
si A3 trebuie sa satisfaca urmatoarele conditii:

P(4,,4,) = P(4,)P(4,)
P(A4y,43) = P(4;)P(43)
P(4y,43) = P(4,)P(43)
P(4;,4,,43) = P(4))P(4,)P(43)

(1.34)
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1.9. CONCEPTUL DE VARIABILA ALEATOARE

Se da un experiment avand un spatiu al esantioanelor S si elemente
s € S. Fie o functie X(s) al carei domeniu de definitie este S si al carei
domeniu de existentd este multimea numerelor reale, considerate drept
coordonate ale punctelor de pe o dreaptd. Functia X(s) se numeste o
variabild aleatoare. Spre exemplu, in experimentul cu moneda, rezultatele
posibile sunt capul (c) si banul (b), astfel incat S contine numai doua puncte
notate ¢ si b. Putem defini o functie X(s) astfel incat

{ 1 (s=¢)
X(s)= (1.35)
-1 (s=b)

In experimentul cu zarul, S ={fi, /3, £, fu. /5, fs }. O variabild aleatoare
definitd pe spatiul esantioanelor este X(f;)=1i, in care caz rezultatele
experimentului sunt aplicate in intregii 1, ..., 6.

Desi am dat exemple de experimente care au o multime finitd de
rezultate posibile, spatiul esantioanelor poate fi la fel de bine un domeniu
continuu, in care caz spunem ca variabila aleatoare este continud. Pentru
simplitate, variabila aleatoare X(s) se scrie X. Adoptam conventia de a nota
variabila aleatoare cu literd mare, iar o valoare pe care o poate ea lua cu
litera micd respectivi. Vom scrie concis ca variabila aleatoare X are
distributia de probabilitate p(X) astfel: X ~ p(x).

Se da o variabild aleatoare X. Sa consideram evenimentul {X < x}

unde x este orice numar real din intervalul (—oo,).Scriem probabilitatea
acestui eveniment P(X < x) sionotam cu Fy (x)

Fy(x)=P(X <x), —0<x<© (1.36)

Indicele X din Fy (x)arata despre ce variabila aleatoare este vorba si
poate fi omis dacd nu existd ambiguitate. Functia F(x)se numeste functia

distributie de probabilitate a variabilei aleatoare X. Ea se mai numeste si
functia de distributie cumulativa (FDC). Fiindca F(x)este o probabilitate,

domeniul ei de existentd este limitat la intervalul 0< F(x) <1. Conform
definitiei (1.36), avem:

F(-0) = P(X < -%) =0
F(+%0) = P(X <o) =1.

Variabila aleatoare generata de aruncarea unei monede nemasluite si
definita de ecuatia (1.35) are FDC aratata in figura 1.2.
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F(x)
A

1 + —

A\ 4
=

-1 0 1

Fig. 1.2. Functia de distributie cumulativa a unei variabile aleatoare generate de aruncarea
unei monede conform ecuatiei (1.35).

F(x)
A

14

5

6

4 1l

6

3

6

2 1.

6

1

6
| | | | | 3 X
T T T | I 7

0 1 2 3 4 5 6

Fig. 1.3. Functia de distributie cumulativa a unei variabile aleatoare generate
prin aruncarea zarului conform ecuatiei X (f;)=1i.
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F(x)are doud discontinuitdti sau salturi, una la x =-1 si alta la
x =+1. Similar, variabila aleatoare X (s) = s generata de aruncarea unui zar
are FDC aritati in figura 1.3. In acest caz, F(x)are sase salturi, cite unul la
fiecare din punctele x =1,...,6.

Functia de distributie cumulativd a unei variabile aleatoare
continue, asa cum se vede si din figura 1.4, este o functie continua,
nedescrescatoare de x.

F(x) A

I

\ 4
=

Fig. 1.4. Exemplu de functie de distributie cumulativa a unei variabile aleatoare continue.

In practica, putem intilni si variabile aleatoare de tip mixt, asa cum
se aratd in figura 1.5. FDC a unei astfel de variabile aleatoare este o functie
continud pe portiuni, nedescrescatoare §i contine salturi intr-un numar de
valori discrete ale lui x.

Derivata lui F(x), notatd p(x), se numeste functia densitate de

probabilitate (FDP) a variabilei aleatoare X. Deci, avem

p(x)=% —0< X <00 (1.37)

sau, echivalent,

F(x) = jfw pu)du, —oo<x<oo (1.38)
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\4
=

Fig. 1.5. Exemplu de functie de distributie cumulativa a unei variabile
aleatoare de tip mixt.

Fiindca F(x) este o functie nedescrescatoare, urmeaza ca p(x) > 0.

Daca variabila aleatoare este discretd sau de tip mixt, FDP contine impulsuri
in punctele de discontinuitate ale lui F(x). In asemenea cazuri, partea

discreta a lui p(x) poate fi exprimata astfel:

n
p(x) =Y P(X =x;)d(x—x;) (1.39)

i=1
unde x;,i=12,...,n sunt valorile discrete posibile ale variabilei aleatoare,
P(X =x;),i=12,...,n sunt probabilititile iar cu &(x)am notat un impuls

Dirac in x = 0.

Sa determinam probabilitatea ca o variabild aleatoare X sd cada intr-
un interval (x;,x,), unde x, > x,. Este evident ca evenimentul {X < x,}

este reuniunea a doud evenimente mutual exclusive {X <x}si
{x; <X <x,}. Conform axiomei A3, putem exprima probabilitatea
evenimentului {X < x,} drept suma probabilitatilor celor doua evenimente
mutual exclusive. Avem deci
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P(X<x,)=P(X<x)+P(x,<X<x,)
F(x))=F(x)+P(x, <X <x,)

sau, echivalent,

P(x, < X <x,)= F(x,) = F(x) = | p(x)dx (1.40)
Cu alte cuvinte, probabilitatea evenimentului {x; < X < x, } este aria
suprafetei de sub curba FDP in intervalul x; < X < x,.

Fie acum doud variabile aleatoare X; si X3, fiecare din ele putand fi
continud, discretd sau mixtd. Prin definitie, FDC comuna a celor doua
variabile aleatoare este

F(x,x,)=P(X, <x,X,<Xx,)

Y e (1.41)
= le lep(ul,u2 )du,du,

unde p(x;,x,)este FDP comund. Putem exprima aceastd FDP comuna in
forma

2

axlaxZ

p(x1,xy) = F(x1,x3) (1.42)

Daca integram p(x;,x,)pe una din variabile, obtinem FDP a
celeilalte variabile:

fow p(x1,%7)dyy = p(x;) (1.43)

J:P(xl,xz)dxz = p(x;) (1.44)

Aceste functii densitate de probabilitate p(x;) si p(x,) obtinute
integrand pe una din variabile se numesc functii densitate de probabilitate
marginale. Integrand p(x;,x,) pe ambele variabile, obtinem:

I_Oow I_Oow p(x1,%)dxydxy = F(o0,00) =1 (1.45)
Se observa cd F(—w0,—©) = F(~%,x,) = F(x;,~%) = 0.

Vrem acum sa determindm probabilitatea ca variabila aleatoare
X < xjconditionata de faptul cd x, —Ax, < X, <x, unde Ax, este un
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increment pozitiv. Cu alte cuvinte, dorim sd determindm probabilitatea
evenimentului (X} <x; |x, —Ax, < X, <x,). Conform definitiei probabi-
litatii conditionate a unui eveniment, putem exprima probabilitatea eveni-
mentului (X; <x; |x, —Ax, < X, <Xx,) drept probabilitatea evenimentului

comun (X; <xj,x, —Ax, < X, <Xx,) impartitda la probabilitatea eveni-
mentului (x, —Ax, < X, <x,). Deci

117 plu)dudu,

L:Z—sz p(u,)du, (1.46)

P(X, <x/|x,-Ax,<X,<x,)=

_ F(x;,x,)—F(x,x,—Ax,)
- F(x,)—F(x, - Ax,)

in ipoteza ci p(x1,x5) 51 p(x,) sunt functii continue pe intervalul
(x5 —Ax,,x,), putem Tmparti atadt numaratorul cat si numitorul din (1.46)
cu Ax, sitrece la limitd pentru Ax, — 0.Obtinem astfel

OF (x,,x,)/ 0x,
OF (x,)/0x,

o[ e o
0 |:_[x; p(uz )duz j| /8x2

J.:O p(ul b x2 )dul

p(xy)

Aceasta este FDC a variabilei aleatoare X; conditionatd de variabila
aleatoare X,. Observam ca F(-o|x,)=0si F(o|x,)=1. Derivand
ecuatia (1.47) in raport cu x;, obtinem functia densitate de probabilitate
p(x; | x,) In forma

PX, <x | X, =x)=F(x|x,)=

(1.47)

px, | xy) = p;f(l—x’“;) (1.48)
2

Putem exprima FDP comund p(x;,x,)cu ajutorul functiilor
densitate de probabilitate conditionate astfel:

p(x1,x7) = p(x; [ x3) p(xy) = p(x; | x) p(x)) (1.49)
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1.10. FUNCTII DE O VARIABILA ALEATOARE

Fie X o variabila aleatoare si g(x) o functie de variabila reald x.
Expresia

Y =g(X) (1.50)

este o noud variabild aleatoare definitd dupd cum urmeazi: pentru un
eveniment { dat, X(€) este un numar iar g[X({)] este un alt numar specificat
in functie de X() si de g(x). Acest numar este valoarea Y (&)= g[X ()]

atribuita variabilei aleatoare Y. Deci, o functie de o variabila aleatoare X este
o functie compusa Y = g(X) = g[X({)}al carei domeniu de definitie este

multimea S a rezultatelor experimentale.
Functia de distributie Fy(y) a variabilei aleatoare astfel formate

este probabilitatea evenimentului {Y < y}constdnd din toate rezultatele
astfel incat Y(£) = g[ X(£)] < y. Deci

Fy(y)=P{Y <y} = P{g(X) <y} (1.51)
Pentru un y particular, valorile lui x astfel incat g(x) < y formeaza o
multime de pe axa x notata cu R,. In mod clar, g[X({)]<y daca

X (C) este un numar din multimea R,,. Prin urmare
Fy(y)=P{XeR} (1.52)

Conchidem ca, pentru ca g(X) sa fie o variabild aleatoare, functia
g(x) trebuie sa aiba urmatoarele proprietati:

1. Domeniul ei de definitie trebuie sd includd domeniul de existenta
al variabilei aleatoare X.

2. Trebuie sa fie o functie Borel, adicd, pentru orice y, multimea
R, astfel incat g(x) < y trebuie sa constea din reuniunea si inter-
sectia unei multimi numarabile de intervale. Numai atunci
{Y < y}este un eveniment.

3. Evenimentele {g(X) = too} trebuie sa aibe probabilitate zero.

EXEMPLUL 1.1: Fie variabila aleatoare Y definitd prin
Y=aX+b (1.53)

unde « si b sunt constante.
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(a) Daca a > 0, avem ax+b < y pentru x < Y Prin urmare,

a

Fy(y)=P(YSy)=P(aX+bSy):P(Xg y‘bj

a
-b (y-b)/a
() o

Derivand ecuatia (1.54) in raport cu y, obtinem relatia dintre
functiile densitate de probabilitate respective:

(1.54)

oy =Lpy [y—_bj (1.55)
a a

(b) Daca a <0, avem ax+b <y pentru x > (y—b)/a. Prin urmare,

Fy(y)=P(YSy>=P(X> y"’j=1-p[xg y—bj

, ¢ (1.56)
(22
a
EXEMPLUL 1.2: Fie variabila aleatoare Y definita prin
Y=aX>+b,a>0 (1.57)

Functia y = ax’ +b este bijectiva si, deci, inversabila. Prin urmare,

F,(y)=PY <y)=PaX +b<y)

:P{Xg(y;bjm}:FXKJ/;I?JW} (1.58)

Derivand ecuatia (1.58) in raport cu y, obtinem relatia dintre cele
doua FDP:

1 y—b 1/3
= 1.59
py(») 3a[((y—b)/a)2/3]pX[( P ) } (1.59)
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EXEMPLUL 1.3: Definim variabila aleatoare Y prin
Y=aX?+ba>0 (1.60)

Spre deosebire de exemplele precedente, functia y = g(x)nu este
bijectiva. Pentru a determina FDC a lui Y, observam ca

F}U&=P0@so=PmX2+bg)0:p@X¢g/1:&}
a

Prin urmare,

F}UO=P&[ XiéJ—Fy(—JiiﬁJ (L61)

Derivand ecuatia (1.61) in raport cu y, obtinem FDP a Iui Y in
functie de FDP a lui X astfel:

px[N—b)/al px[-(y—b)/d]
2a\[(y=b)/a]  2ay[(y-b)/a]
In Exemplul 1.3, observam ca ecuatia

ry(y)= (1.62)

g()c)za)c2 +b=y

xl zwf—y;b sl X2 :_1’)/;[7

sicd py(y) consta din doi termeni corespunzatori acestor doud solutii.

vvvvv

1.11. MEDII STATISTICE ALE VARIABILELOR
ALEATOARE

Fie o variabila aleatoare X de tip discret caracterizata prin distributia
de probabilitate P(x,), i=1,---,n. Prin definitie, valoarea medie sau

asteptata a lui X este

E(X)=m, zixiP(xi) (1.63)
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Fie o variabila aleatoare X de tip continuu caracterizata prin FDP a ei
p(x). Prin definitie, valoarea medie sau asteptata a lui X este

E(X)=m, = f; xp(x)dx (1.64)

Operatorul E(e) are o deosebita importanta in teoria probabilitatii.

Notatia sa prin litera £ se explica prin aceea cd in engleza (expectation), in
francezd (espérance) si in germanda (Erwartung), aceastd notiune
fundamentald se exprima prin cuvinte cu initiala e. In limba romana exista

sl

cuvantul ,,expectatie” ca termen livresc pentru ,,asteptare, speranta“’. Ar fi
indicat sa-l utilizam si noi In teoria probabilitatii si In teoria informatiei, fara
a pierde din vedere ca sensul sau este de ,,lucru, valoare la care trebuie sa ne
asteptam 1n medie“. Valoarea medie sau expectatia, definitd in (1.64), este
si momentul de ordinul unu al variabilei aleatoare X. In general, momentul
de ordinul 7 se defineste prin

E(X")= j_‘”oox” p(x)dx (1.65)

Fie acum o variabild aleatoare ¥ = g(X),unde g(X) este o functie
arbitrara de variabila aleatoare X. Media (expectatia) lui Y este

E()=Elg(X)]=[" g(x)p(x)dx (1.66)

In particular, dacid ¥ = (X —m )" unde m, este valoarea medie a
lui X, definim momentul central de ordinul n al variabilei aleatoare X astfel:

E(Y)=E[(X =m)"1=[" (x=m,)" p(x)dx (1.67)

Pentru » = 2, momentul central se numeste varianta variabilei
2

aleatoare si se noteaza G :

or =[" (x=m)? p(x)dx (1.68)

Radacina patratd a variantei, ¢, se numeste deviatia standard a lui X.

Varianta este un parametru care ne dd o mdsura a dispersiei
variabilei aleatoare X. Sa dezvoltam termenul (x—mx)2 din integrala
ecuatiei (1.68):

' Vezi ,.Dictionarul explicativ al limbii romane* (DEX) redactat de Institutul de lingvistica
,,Jorgu Iordan‘si editat sub egida Academiei Romane, p. 358.



FUNCTII CARACTERISTICE 25

2

(x—mx)2 = x? —2m x+m;

Intrucat valoarea medie a unei constante este egald cu constanta,
obtinem expresia care leaga varianta de momentele de ordinul unu si doi:

61 =E(X*)-[E(X)]* = E(X*)—m; (1.69)

Fie acum doud variabile aleatoare X; si X; cu FDP comuna
p(xy,x,). Definim momentul comun astfel:

EX{X) =" | xfx3 plx,x;)dxdxy (1.70)

Sd notdm mediile m; = E(X;)pentru i = 1, 2. Definim momentul
central comun astfel:

E[(XI _ml)k(Xz _mz)n] = J:wjlm(xl _ml)k(xz _mz)n p(xlaxz)dxldxz (1~71)
De o importantd deosebitd pentru noi sunt momentul comun si
momentul central comun corespunzatoare lui k=n = 1.
Corelatia dintre X si X, este data de momentul comun

E(X X)) :j:J.ZXIXZP(xez)dxlde (1.72)

Covarianta lui X, si X, este

Hpp = E[(Xl _ml)(Xz _mz)]
= J.:: J.: (xl _ml)(xz _mz)p(xlaxz)dx1dx2 (173)

= J._w J._Oc X%, p(x,,x,)dx,dx, —mm, = E(X,, X,)—mm,

1.12. FUNCTII CARACTERISTICE

Prin definitie, functia caracteristica a variabilei aleatoare X este
media statistica

E@e™)=y(jv) = [ e/ px)dx (1.74)

unde variabila v este reald iar j =+/—1.
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Observam ca y(jv) seamand cu transformata Fourier a lui p(x),

deosebirea constand in semnul exponentului. Prin analogie cu transformata
Fourier inversa, putem scrie:

P = [ Wy (175)

Functia caracteristica are o relatie foarte utildi cu momentele
variabilei aleatoare. Sa derivam ecuatia (1.74) in raport cu v:

dy(j ;
vl _ [ xe™ p(x)dx (1.76)
dv —©

Evaluand derivata in v = 0, obtinem momentul de ordinul unu, sau
media statistica

iy dy(jv)

E(X)=m, =
(X)=m, .

v=0

Repetand procesul de derivare, gasim ca derivata de ordinul n a
lui y(jv)evaluatd in v = 0 ne da momentul de ordinul #:

E(x") =" S
v

(1.78)

v=0

1.13. DISTRIBUTII DE PROBABILITATE

Distributie binomiala

Fie X o variabild aleatoare discretd care are doud valori posibile, sa
spunem X =1 si X = 0 cu probabilitati p si 1 — p, respectiv. FDP a lui X este
aratata in figura 1.6.

(1.77)
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1-p p

0 1

Fig.1.6. Functia distributie de probabilitate a lui X.

Formam variabila aleatoare

unde X;,i=12,---,n sunt variabile aleatoare distribuite identic si

independente statistic cu FDP aratata in figura 1.6. Vrem sa determinam
functia distributie de probabilitate a lui Y.

Observam ca domeniul de existentd al lui Y este multimea intregilor
de la 0 la n. Probabilitatea ca ¥ = 0 nu este nimic altceva decat
probabilitatea ca toate variabilele aleatoare X; sa fie egale cu zero. Fiindca
aceste X; sunt independente statistic,

P(Y =0)=(1- p)" (1.79)

Probabilitatea ca ¥ = 1 este probabilitatea ca una din variabilele
aleatoare X; = 1, toate celelalte fiind X; = 0. Intrucat acest eveniment poate
surveni In #» moduri diferite,

P(Y =1)=np(1- p)" (1.80)

Probabilitatea ca Y = k este probabilitatea ca k din variabilele
aleatoare X; sa fie egale cu unu, iar celelalte n — & sa fie egale cu zero. Vom
nota numarul combinatiilor de n obiecte luate cate & utilizand simbolul

Mo 1.81
k) k(n—k) (1.81)

n
Reamintim de la cursul de algebrd ca (kj este si coeficientul

binomial din dezvoltarea binomului lui Newton (x + y)". Deci
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n -
P(Y=k)=[k]p"(1—p)" ¢ (1.82)
Functia densitate de probabilitate a lui Y se poate exprima astfel:
n n n A “k
p(»)= D P =k)d(y—k)= Z(Jﬁ (1-p)""8(y—k) (1.83)
k=0 k=0
Functia de distributie cumulativa a lui Y este:
ln i ek
F(y)=PY<y)=), i (-p) (1.84)
k=0

unde am notat cu [y] cel mai mare intreg m astfel incat m < y. FDC din
ecuatia (1.84) caracterizeaza o functie aleatoare distribuitd binomial.

Sa calculam media statisticd (expectatia) lui Y. Conform definitiei
(1.63),
EX)=m, = Iw yp(y)dy

= fiy[ipk(l—p)"’ﬁ(y—k)}dy (1.85)

= Ii{i[gp"(l—p)"'kﬁ(y —k)}dy

Avand in vedere cd integrarea si Insumarea sunt operatii liniare,
ordinea lor poate fi inversata:

my = ;}fi (ZJP" (1= p)" ™ y8(y - k)dy (1.86)

Aplicam acum proprietatea de ,,filtrare* a impulsului Dirac:

[7 £80x = x0)dx = £(xo) (1.87)

Ecuatia (1.86), aplicand (1.87), devine:

n

2 (n-1

k=0

Fie m =k — 1. Suma din (1.88) se scrie:
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n—1
(n IJP (1 p)nlm

Dar aceasta este dezvoltarea  binomului Iui  Newton

(p+1-p)"™! =1. Prin urmare,
m, =np (1.89)
Procedand similar, sa calculam si momentul de ordinul doi al lui Y.
Conform definitiei (1.65), avem

EQX)=[ ypody=]"y’ {i(”jp"a—prka(y—k)}dy

:ij. ( Jp (1-p)~ —k 25()/ k)dy = Z(Z}‘zpk(l—p)nk

an._(l _k)v . - ;(1{—1)!—(;1—/0!@ - (1.90)

soml(n—m—1)!

_ < (n—1)! nemel
_"p{;(m—l)!(n—m—l)' =

&=
+g()m!(n—m—l)!p (1-p) :|

Fie ¢ =m — 1. Avem atunci

E(YZ) =np g (}’l—l)' qu(l_p)n—q—Z +
=0 q!(n—gq-2)!

+§: (n - 1)—:— 1) !pm (1 _ p)n—m—l :|

moml(n—m

=np{(n )pz (n 2) 70 -p)

'S (n-D! mey o \n-m-l
+mz:0m!(n—m+l)!p (=p) }
=np[(n-1)p+1]=n(n—1)p* +np =np(1— p)+n’p’

(1-91)



30 PROBABILITATE, VARIABILE ALEATOARE SI PROCESE STOCHASTICE

Varianta 6° rezultd imediat din (1.89) si (1.91) conform ecuatiei (1.69):
o° =E(Y*)-m} =np(l-p)+n’p> —n’p* =np(1-p)  (1.92)

Vom gdsi acum functia caracteristica a variabilei aleatoare Y.
Conform ecuatiei de definitie (1-74), avem:

p(iv) = " pr)dy=|" e {Z(ij(l -p)to(y- k)} dy
—ZI [Jp(l p)"’“ef”yé(y—k)dy=i[z “U-p)y e (1.93)
—Z( j(pe”) (1-p)™* =(1=p+pe"Y

Distributie uniforma

FDP a unei variabile aleatoare distribuite uniform in intervalul [a, b]

este:
0, x<a
p(x) = ! , a<x<b (1.94)
b—a
0, x>b
FDC corespunzatoare este:
0, x<0
F(x)=12"%  4<x<b (1.95)
b—a
0, x>0
Media statistica (expectatia) a lui X este:
b
2 22
b —
B =[—Fae= 1 o L) (1)
abp-— b—a 2 2(b—a) 2

Momentul de ordinul doi este:

’ pd-a® 1
- =—(a® +ab+b%) (1.97)
3(b-a) 3

L
3

2
E(x?y =" dx=
ap— b—a

Din (1.96) si (1.97), rezulta imediat:
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2 _ 1 2
B (a—b) (1.98)
Functia caracteristica:

b . .
_e]vb _elva

o =[] e Logeo L ™
a b—-a b—a jv |a jv(b—a)

(1.99)

Distributie normala (Gaussiand)

FDP a unei variabile aleatoare distribuite normal (Gaussian) este

2 2
p(x) = L m?i2 (1.100)
2no

.. 2 . . . . -
unde m, este media iar ¢~ este varianta variabilei aleatoare. Din pdcate,

functia p(x)din (1.100) nu are o primitiva. Pentru a exprima FDC, definim

mai Tnainte o functie deosebit de importantd in teoria informatiei si a
sistemelor de comunicatie, functia eroare:

fer(x) = % J‘; e

Cu aceasta, FDC este

dt (1.101)

0

* 1 Y (u-my)?20°
FO = pdu=—— | " " du

(1.102)
- lij(km‘)/ﬁ“ e dt = l+lfer(x — My J
2r 2 2 V20
Definim si functia eroare complementara:
2 0 _12
ferc(x)=—=| e dt=1- fer(x) (1.103)
b
Cu aceasta, F(x) se mai poate scrie si astfel:
1 xX—m
F(x):l——ferc( x] (1.104)
2 V26

Vom arata acum cd p(x) din (1.100) este normatd corect in sensul
ca aria suprafetei de sub curba y = p(x) este egala cu 1. Pentru aceasta, sa
notdm cu / integrala lui p(x):

A o0 o0
1=[" pyde=] L e g (1.105)
% ~®\2noc
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Facem schimbarea de variabild u = (x —m,)/c siavem:

I = ! J.we_”z/zcsdu:

1
2nc T E
Vom arita ci I este egala cu 1:
I = [LJ‘“’ eXZ/dej||:LJAOO eyz/zdy}
Jar Jar (1.107)

e

[P 2au (1.106)

Trecem acum de la coordonate carteziene la coordonate polare. Fie

r2=x? 4+t 9 =arctg(y/ x). Avem atunci
2 o0 2
. ”U e"z/zrdr}dgzij“dszl. (1.108)
20 [0 21 90

Deci I =1 si, prin urmare, [ = 1.

Pana acum, am presupus cd parametrii m, §i o2 din (1.100) sunt
media §i varianta distributiei. Pentru a ardta cd este intr-adevar asa, s
rescriem functia lui Gauss utilizand parametrii arbitrari o si f3:

RS CORE (1.109)

px) = le—nﬁ

Aceastd functie este normata corect, dupd cum am demonstrat in
(1.108). Vom ardta mai intai ca parametrul o este media:

m, = J.i xp(x)dx = \/2_;‘[00 xe~ ()28 g (1.110)
n

—00

Facem schimbarea de variabild y = (x —a)/f, obtinand:

m y+ a)e’yzudy

1 e
x = \/ﬁ le V4
_ Y J'°° yefyz/zdy—i-aj.w 1 2—;72/2dy
N2 o 27
Prima integrala din membrul drept al lui (1.111) este zero din cauza

ca integrandul este o functie impara iar integrala este evaluatd intre limite
simetrice. Cea de a doua integrald din membrul drept este integrala unei

(1.111)
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functii distributie de probabilitate Gaussiene normate corect, astfel incat
integrala are o valoare egala cu 1. Prin urmare, (1.111) devine:

m,=ao (1.112)

si am demonstrat ca o este valoarea medie.
Varianta este

o' =] (x=m) p(x)dx
(1.113)

0
= I (x—m )zef(xfm‘)z/zﬂzdx

X

Trebuie sd aritim ci o> = [32. Pentru aceasta, facem schimbarea de
variabila y = (x—m, )/, obtinand:

2 BT 2
c-=—=| y7e¥ '“dy (1.114)

Vam

2
Fie acum J = ro y2e™"2dy. Vom calcula J*:
—00

1

J2n

Jz{—l [ e dx L [ yte ay
N2 N2 0

(1.115)
_ ij':o J‘_":O xzyzef(xhﬁ)/zdxdy

Trecand de la coordonate carteziene la coordonate polare, avem:

2 00
J? :Lj “cos?0sin” 0d6[ e 2dr (1.116)
21 70 0
Prima integrala se scrie succesiv:
1 ¢2n . 5 1 (2= T
Z‘[O sin 2ede_§j0 (1- cos40)d0 = (1.117)

Notdm integrala a doua cu /.. Cu schimbarea de variabild

r2 /2= t, avem:

I, =jg°r5e*”2/2dr=4j§°z2e*’dz (1.118)
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-t

Vom integra prin parti. Notand u = 12, v=—e!, avem:

© 2 a2 | [ Y
jote dt =t ( e ]0 jo e (2t)dz_2j0 te”'dt  (1.119)
Integram din nou prin parti:
Pt ot (Pt [P tq,
IO te”'dt =—te |0 jo e dt—joe dr=1. (1.120)
Prin urmare, /, =4-2 =8. Rezulta ca

J? = 8=1. (1121)

I =
2n 4
Din (1.121), rezulta ca J = 1. Cu aceasta valoare, (1-114) devine
ol = B2.
Functia caracteristicd a unei variabile aleatoare Gaussiene cu medie

. . )
m, sl varlanta ¢ este

. T jvx l —(x-m,)* /202
s for| e

_ 1 J o m 120 g
N2ro, =,
— 1 ‘[ e*[xf(m‘.+jvo"2. )]2 /2(7')3-*—jvmxf(va')r )2 /de (1 . 122)

NP

S22 1 % fe . 232 2
— ejvmx (vioy)/2 J.e [x=(m +jvoy) /Z(Tde
\N2ro, 2,

_ ejvmx—(vzo%)/Z

deoarece termenul dintre acolade este egal cu 1, dupa cum am demonstrat
mai sus (vezi (1.108)).

In cazul particular al unei variabile aleatoare normale cu medie zero
si varianta egala cu 1, functia caracteristica ia forma simplificata

. )
y(jv)=e (1.123)
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Alte distributii

Sa retinem cad in teoria sistemelor de comunicatie se utilizeaza multe
alte distributii, Intre care:

e Chi patrat

e Rayleigh

e Rice

o Nakagami-m

e Student-#

e [ ognormala

e Gama

¢ Beta.

In economia acestui curs, ele nu isi au locul, dar cunostintele
acumulate pana acum sunt suficiente pentru a ne nsusi aceste distributii si
altele prin studiu individual, dacd este cazul, recurgand la un manual de
teoria probabilitatii.

1.14. INEGALITATEA LUI CEBISEV

Daca reprezentdm grafic functia densitate de probabilitate p(x)a
unei variabile aleatoare X, obtinem o curbd ce sugereaza un clopot sub care
se concentreazd ,,grosul” probabilitatii, evenimentele mai putin probabile
formand doua ,,cozi“ laterale (spre -oo si spre ). Prin probabilitatea cozii
intelegem aria suprafetei de sub curba p(x)corespunzitoare cozii. Este
adeseori necesar sa determindm aceastd marime atunci cand evaluim
performanta unui sistem de comunicatie. Probabilitatea cozii de la dreapta
lui x este data de

- Fy(x)= jf p(u)du (1.124)

Intrucat un calcul exact al integralei din (1.122) nu este intotdeauna
posibil, ne intereseaza o margine superioard a probabilitatii cozii, care sa
aproximeze cit mai bine valoarea reali. Incepem cu inegalitatea lui
Cebisev.

Presupunem céd X este o variabila aleatoare arbitrard cu medie finita

m,, sl varianta finita Gi. Pentru orice numar pozitiv 6, avem:

2

P(X-m,|>8)<r (1.125)
8
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Demonstratie:
ol=[ (x-m)pdr= [ (x-m)px)dx  (1.126)
|x—m, |20
>5[ p(x)dx=8"P(| X -m,|20).

[x—=m |26

Fie variabila aleatoare ¥ =X —m, de medie zero si FDP p(y).

Inegalitatea lui Cebisev este o margine superioard a ariei suprafetei de sub
cozile lui p(y), adicd, aria lui p(y) in intervalele (—o0,—0)si (J,0). Putem

deci scrie
P X-m_ | 20)=P(Y]| 29)
=P(Y <-0)+P(Y >20) (1.127)
=F,(-0)+1-F,(9)

Putem deci exprima inegalitatea lui Cebisev astfel:

2
1—[FY(6)—FY(—6)]§Z—; (1.128)
sau, echivalent, astfel:
2
L=[Fy (m, +8) - Fy (m, —8)] <% (1.129)
8

Inegalitatea lui Cebisev nu ne oferd o aproximatie prea buna. Pentru
a vedea de ce, sa definim o functie g(¥) astfel:

1 pentru|Y|=d

Y) = 1.130
) {0 pentru | Y |<d ( )

Intrucat variabila aleatoare g(Y) este 0 cu probabilitate P(|Y | < §)
si 1 cu probabilitate P(|Y |>3), valoarea ei medie este

E[g(N)]=P( Y| 25) (1.131)

Sa incercam sa marginim g(Y) prin forma patratica (¥ / 6)2 :

2
g(¥)< (gj (1.132)
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Graficul lui g(Y) si marginea superioara se arata in figura 1.7.

Marginea
superioara

-8 0 3 Y
Fig.1.7. Margine superioara patraticd a lui g(Y) utilizata pentru a obtine
probabilitatea cozii (marginea Cebisev).
Din monotonia mediei, urmeaza ca
2 2
vy?) EY? oy o
E[g(Y)]SE(—zJ= (2 )=—§=—; (1.133)
d ) ) )

Intrucat E[g(Y)]este probabilitatea cozilor, am regisit astfel
inegalitatea lui Cebisev.

1.15. MARGINEA CHERNOFF

Sa presupunem ca, pentru o aplicatie datd, nu ne intereseaza decat
aria suprafetei de sub una dintre cozi, fie in intervalul (—o0,—0), fie in

intervalul (3,00). Putem obtine o aproximatie foarte bund dacd marginim
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functia g(Y)printr-o exponentiala al carei parametru poate fi optimizat. Fie
probabilitatea cozii in intervalul (5,). Definim deci functia g(Y) astfel:

1 pentruY >0

Y)= 1.134
&) {O pentru ¥ <9 ( )

Fie v >0 parametrul ce urmeaza a fi optimizat pentru a obtine o
aproximatie cat mai bund. Marginim superior functia g(¥) astfel:

g(Y)<e'T™d (1.135)

Graficul lui g(Y) si exponentiala sunt aratate in figura 1.8.

1 Margine superioara
V(T
L g(¥)
—_ | N
0 5 Y

Fig.1.8. Margine superioarad exponentiald a lui g(Y) utilizata pentru a obtine
probabilitatea cozii (marginea Chernoff).

Valoarea medie (expectatia) lui g(Y) este

E[g(Y)]= P(Y 2 8) < E[e*0) (1.136)

Aceasta margine este valabilda pentru orice v>0. Cea mai buna

v(Y-8)

aproximatie se obtine minimizand FE (e ) Pentru a avea un minim, o

conditie necesara este ca

e )0 (1.137)



SUME DE VARIABILE ALEATOARE 39

Schimband ordinea de efectuare a derivérii si a integrarii, avem
succesiv

iE(ev(yfa)) — E(iev(ya)]
dv dv
= E[(Y - 5)€V(Y_§)] =e"” [E(Yevy)— 5E(eVY )J =0

Valoarea lui v care ne da cea mai buna aproximatie este, deci, solutia
ecuatiei

Elre” )-sEle" )=0 (1.138)

Fie V solutia ecuatiei (1.138). Din (1.136), rezultd ca marginea
superioard a probabilitatii uneia dintre cozi este

P(Y 28)< e‘W’E(eW) (1.139)

Aceasta este marginea Chernoff pentru probabilitatea cozii din
dreapta in cazul unei variabile aleatoare de tip discret sau continuu avand
medie zero.

Pentru v real, £ (eVY ) se numeste functia generatoare de momente a
lui Y.

1.16. SUME DE VARIABILE ALEATOARE

Fie n variabile aleatoare distribuite identic si independente statistic
X;,i=1,2,---,n, fiecare avand o medie m, finitd si o variantd Gi finita.

Definim o noud variabila aleatoare Y drept suma normata, denumita medie a
esantioanelor:

YleXi (1.140)

Variabila aleatoare Y definitd in (1-140) se intalneste frecvent la
estimarea mediei unei variabile aleatoare X dintr-un numar de observatii
X;,i=12,-,n.

Media lui Y este
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E(Y)=m, =%Zn:E(Xi)=mx (1.141)
i=1

Varianta lui Y este

o) =E(Y*)-m; =E(Y*)-m;

X

l n o n 2
=— D D E(X;X )~ my
noj=1 j=1
1 n 2 1 non 2
=52 EXD) +— D D E(XDEX ) —m3 (1.142)
n =1 n =1 j=1
i#]j
2
2_Ox

1 1
=;(0)2C +m£)+—2n(n—1)m§ -my; =
n

Daca se considerd Y drept o estimatie pentru media m,, observam

cd expectatia sa este egald cu m, iar varianta sa descreste cu numdrul de

esantioane z. Cand »n tinde spre infinit, varianta csi

O estimatie a unui parametru (in acest caz media m, ) ce satisface

tinde spre zero.

conditiile ca expectatia sa sd conveargd spre valoarea adevaratd a
parametrului iar varianta sa sd convearga spre zero cand n — o se spune ca
este o estimatie compatibila.

Sa aplicam inegalitatea Iui Cebisev la Y. Avem

2

Py -m|25)<2x
5

! 5 (1.143)
- lo}
Pll-> X.—-m |20 |<—
[E5-mzo)< 2
La limitd cdind n — oo (1.143) devine:
1 n
lim P| =Y X; —m,[>8|=0 (1.144)
n—>0 nl:1

Rezultd ca probabilitatea ca estimatia mediei sa difere de adevarata
medie m, cu mai mult decat 6 (8>0) tinde catre zero cand »n tinde la

infinit. Aceasta este o forma a legii numerelor mari. Avand in vedere ca
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marginea superioara converge la zero relativ lent (invers cu n), expresia din
(1.143) se numeste legea slaba a numerelor mari.

Vom aplica acum marginea Chernoff care ne oferd o aproximatie
mai bund a probabilitatii unei cozi.

P(Y—m,26)= P[lZXi —m, > 5]
n

i=1

- p(é){i > n5mj < E{CXP{V[ZX" _ngmﬂ}

unde J,, =m, +0 iar &>0. Dar variabilele aleatoare X;,i=1,2,---,n

(1.145)

sunt statistic independente si distribuite identic, asa ca

NMAE ) )

_ efvné‘m ﬁ E(eVX") _ [e""’"” E(eVX ):'”
i=1

unde X este oricare din X;. Parametrul v care ne dd marginea superioard

cea mai stransa se obtine derivand (1.146) si facand derivata egald cu zero.
Aceasta ne dd ecuatia

E(Xe¥ ) -3, E(e"¥)=0 (1.147)
Notam cu v solutia ecuatiei (1.147). Marginea probabilititii cozii
din dreapta este atunci

n A A
P(lZXi ZSmJS[e_VS”'E(eVX)n, 8, >m, (1.148)
iz

EXEMPLUL 1.4: Fie X;, i=1,2,---,n o multime de variabile aleatoare
independente statistic definite astfel

X = 1 cuprobabilitate p <%

1

—1 cuprobabilitate 1-p
Vrem sad determindm o margine superioara stransa a probabilitatii ca
suma acestor X; sd fie mai mare decat zero. Intrucat p < E, observam cd

suma va avea o valoare negativd drept medie; de aceea, ne intereseaza
probabilitatea cozii din dreapta. Facand d,, =0 1n (1.148), avem



42 PROBABILITATE, VARIABILE ALEATOARE SI PROCESE STOCHASTICE

P(Zn: X, > OJ <[zEe™)) (1.149)
i=1
unde V este solutia ecuatiei
E(Xe"¥)=0 (1.150)
Dar
E(Xe"¥)=—-(1-p)e™ +ve' =0 (1.151)
De unde
Qzln( 1_—I’J (1.152)
P
De asemenea,
E@"X)=pe’ +(1-p)e™ (1.153)

Marginea Chernoff devine

P(Zn:)(i > oj <[pe’ +(1-p)e ]

s{p, /%’m—m,/ﬁ} <[4p(1-p)I"

Se observa ca marginea superioara descreste exponential cu n, asa
cum si era de asteptat.

(1.154)

1.17. TEOREMA LIMITA CENTRALA

Fie n variabile aleatoare distribuite identic si independente statistic
X,
Definim variabilele aleatoare normate:
X i My

o

i=1,2,---,n, fiecare avand o medie m, finita i o variantd c5)2C finita.

U‘:

1

L i=1,2,-,n (1.155)

X
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Se vede cd U; are medie zero si variantd egald cu unu. Fie

1 n
y=-—-YU, (1.156)
rp2

Functia caracteristica a lui Y este

ijn:Ui

i=1

Jn

(£ 4]

unde U este oricare din variabilele aleatoare U;, care sunt distribuite

wy(j»)=E(e"")=E|exp

(1.157)

identic. Dezvoltam functia caracteristica in serie Taylor:

2 3
WU(ij=1+j—E(U)_V_E(U2)+ (Jv)
n?2!

n Vn (Va) 3

Intrucat E(U)=0 si E{U 2) =1, (1.158) se simplifica devenind

v

EU3)—- (1.158)

. 2
Jjv \ 1
“— |=1-—+—R(v,n 1.159
unde R(v,n)/n este restul. Observam ca R(v,n) tinde la zero cand n — oo.

Inlocuind  (1.159) in (1.157), obtinem functia caracteristici a lui ¥ in
forma

2 n
WY(jV)=|:1_v_+—R(V, n)} (1.160)
2n n
Luéand logaritmul natural in (1.160), obtinem
2
lnw(jV)=nln{1—v—+—R(v’ ”)} (1.161)
2n n

Pentru valori mici ale lui x, In(l1+ x) se poate dezvolta in seria de
puteri
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1n(1+x)=x—%x2+%x3—-~ (1.162)

Aplicand aceasta dezvoltare ecuatiei (1-161), avem

2 2 2
R R
Iy Gvy=n| 2o ROm 1p V2 RO (1163
2n n 2\ 2n n

Trecem acum la limita cand n — oo.
. 1
lim Inyy (jv)=——v2 (1.164)
n—»o0 2
Aceasta echivaleaza cu
2
lim yy(jv)=e /2 (1.165)
n—o0

Dar aceasta este chiar functia caracteristica a unei variabile aleatoare
normale (Gaussiene) cu medie zero si variantd egald cu unu (vezi(1.122)).
Am obtinut astfel un rezultat cunoscut drept teorema limita centrala: suma
unor variabile aleatoare independente statistic si distribuite identic cu medie
finitd si variantd finitd tinde cétre o functie de distributie cumulativa
Gaussiand cand n — .

1.18. PROCESE STOCHASTICE

Pana acum, vorbind despre experimente repetate ca aruncarea
zarului sau a monedei de » ori, nu am luat niciodata factorul timp expres in
consideratie. In realitate, numeroase fenomene aleatoare, atit naturale cat si
artificiale, sunt functii de timp. In particular, diversele marimi aleatoare ce
intervin in teoria transmisiunii informatiei sunt functii de timp.

Stochastic este un adjectiv care isi are etimologia Intr-un verb din
greaca veche avand sensul de ,,a ghici, a conjectura” si inseamna aleator,
adica intamplator. In orice moment de timp dat, un proces stochastic este
caracterizat printr-o variabild aleatoare indexatd cu parametrul z. Vom nota
un proces stochastic cu X (7). In general, parametrul ¢ este continuu, dar X

poate fi de tip continuu sau discret, in functie de caracteristicile sursei care
genereaza procesul stochastic.
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Tensiunea de zgomot generatd de un singur rezistor sau o singura
sursd de informatie reprezintd o singura realizare a procesului stochastic. De
aceea, se numeste o functie esantion a procesului stochastic. Mulfimea
tuturor functiilor esantion posibile, de exemplu multimea tuturor formelor
de unda ale tensiunii de zgomot generate de rezistoarele dintr-un lot,
constituie un ansamblu de functii esantion sau, echivalent, procesul
stochastic X (¢). Numarul functiilor esantion din ansamblu poate fi foarte
mare, chiar si infinit.

Un exemplu de proces stochastic este zgomotul generat de rezistoarele,
nominal identice, dintr-un lot de fabricatie, ilustrat in figura 1.9.

X

A Xi(2) ’

Functii
g esantion

X(0)

Fig. 1.9. Proces stochastic reprezentat de tensiunile de zgomot
generate de un lot de rezistoare.

Procese stochastice stationare

Atunci cand ne ocupdm cu procese aleatoare intalnite in realitate,
constatdim adeseori ca proprietitile statistice ale unui proces sunt
independente de momentul in care se incepe observarea procesului. Cu alte
cuvinte, daca se imparte un astfel de proces Intr-un numar de intervale de
timp, diversele sectiuni ale procesului prezinta aceleasi proprietati statistice.
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Un astfel de proces se spune ci este stationar. In caz contrar, se spune ca
este nestationar.

Sa exprimdm aceasta mai riguros. Variabilele aleatoare
X, ,i=12,---,n, obtinute de la un proces stochastic X(¢)pentru orice

multime de momente de timp ¢ >~t, ~t3>--->t,, unde n este orice

no

numdar natural, sunt caracterizate statistic de FDP comuna

p(x; 5%, 0+, %, ). Sa consideram o altd multime de » variabile aleatoare
n

Xt =X(; +1), i=1,2,---,n, unde ¢ este o deplasare de timp arbitrara.
Aceste variabile aleatoare sunt caracterizate de FDP comuna
p(xt1+t’xt2+tﬁ'"’xt,,+t) . Daca

P55 X ) = DXy X5 % 1) (1.166)

pentru orice ¢ §i orice n, procesul stochastic se spune ca este stationar in
sens strict.

Media

Prin definitie, media procesului X(¢)este expectatia variabilei
aleatoare obtinute observand procesul la un timp #:

M (1) = ELX (0] = [ xp (s (x)dx (1.167)
unde py(,(x) este functia densitate de probabilitate de ordinul unu a

procesului. Pentru un proces aleator strict stationar, p y(,(x)este

independentd de timpul z. Drept urmare, media unui proces strict stationar
este o constanta:

Ky (¢) = py pentru orice ¢ (1.168)

Functia de autocorelatie

Functia de autocorelatie a procesului X (¢) este expectatia produsului
dintre doua variabile aleatoare X (#;) si X(¢,) obtinute observand procesul
X(t)la timpii ¢ si t,, respectiv:

RX (tlntz) = E[X(tl)X(tz)]

o o (1.169)
- J.—oo J‘—oo xlxsz(ﬁ )»X(lz)(xl"XZ )dxldxz
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unde p y ) x(,)(¥1,%2) este functia densitate de probabilitate de ordinul

doi a procesului. Pentru un proces aleator strict stationar,
Px).x (tz)(xl,xz) depinde numai de diferenta dintre timpii de observatie

t; si t,. Aceasta implica faptul ca functia de autocorelatie a unui proces
strict stationar depinde numai de diferenta de timp ¢, —¢:
Ry (t,t,) = Ry (t, —t;) pentru orice ¢ $i ¢, (1.170)
Sa redefinim functia de autocorelatie a unui proces stationar X ()
astfel:
Ry (1) = E[X (¢ + 1) X(¢)] pentru orice ¢ (1.171)
Aceastd functie de autocorelatie are wurmatoarele proprietati
importante:
1. Valoarea medie patraticd a procesului se obtine din Ry (t) pentru

t=0:
Ry (0)= E[X?(1)] (1.172)
2. Functia de autocorelatie Ry (7) este o functie pard de t:
Ry (1) =Ry (-7) (1.173)

Aceasta proprietate rezulta direct din ecuatia de definitie (1.171).
Aceasta inseamnd ca am fi putut defini Ry (1) si astfel:

Ry (1) = E[X()X(t-1)]
3. Functia de autocorelatie Ry (t) este maxima pentru t = 0:
Ry (0)|< Ry (0) (1.174)
Pentru a demonstra aceastd proprietate, sd considerdm marimea
nenegativa

E[(X(t+1)t X(©)*]20
Ridicand la patrat si ludnd expectatiile termenilor, obtinem
E[X%(t+71)] £2E[X(t+ D)X ()] + E[X2(1)]=0
Avand 1n vedere (1.171) si (1.172), aceasta se reduce la relatia
2Ry (0)£2Ry (1) 20
Echivalent, aceasta se poate scrie
~ Ry (0)< Ry (1)< Ry (0)

din care rezulta (1.173).
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Functia de autocovarianta

Functia de autocovariantd a unui proces strict stationar X(f) se
scrie:

Cy(t,t,) = E[(X(8) = (X (1) — piy)]

(1.175)
=Ry (1, _t1)_:u)2(

1.19. PROCESE ERGODICE

Existd doua feluri de a efectua medii ale unui proces stochastic
X(¢). Primul este de a considera o ,,sectiune prin proces®. Spre exemplu,

media unui proces stochastic X(¢) la un timp ¢, fixat este expectatia
variabilei aleatoare X(¢#;)ce descrie toate valorile posibile ale functiilor
esantion ale procesului observate la timpul 7 =¢; . Al doilea este de a defini

medii in timp "de-a lungul procesului". Intrucat medierea in timp reprezinta
un mijloc practic care ne std la dispozitie pentru estimarea medierilor pe
ansamblu, ne intereseaza sa facem o legaturad intre medierea pe ansamblu si
medierea in timp. Cand, nsa, avem voie sa inlocuim medierea pe ansamblu
cu medierea in timp? Pentru a raspunde la aceastd intrebare, sa consideram
functia esantion x(¢) a unui proces stationar X(¢). Definim intervalul de

observatie astfel: —7 <7< T . Valoarea de curent continuu (c.c.) a lui x()
este prin definitie media in timp

1 (T
m ()= j_T x(t)dt (1.176)

Media in timp p,(7) este o variabild aleatoare, cdci valoarea ei depinde

de intervalul de observatie si de functia esantion particulard a procesului
stochastic X (¢)ce se utilizeazd in ecuatia (1.176). In ipoteza ca procesul

X (t) este stationar, media mediei in timp p,(7"), dupa inversarea ordinii de
efectuare a operatiilor de expectatie si de integrare, este data de

1 (T 1 T
Efu (D)= [ ExWe = [ pydi=py (1177)
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unde py este media procesului X (7). In mod corespunzitor, n,(7T)

reprezintd o estimatie nedeplasatd a mediei mediate pe ansamblu py .
Spunem ca procesul X(¢)este ergodic in medie dacad sunt satisfacute doua
conditii:

1. Media in timp p,(7) tinde catre media pe ansamblu py la
limita pentru intervalul de observatie tinzand la infinit:

lim p, (T)=py
T—o
2. Varianta lui p (T), considerata drept variabila aleatoare, tinde
catre zero la limita pentru intervalul de observatie tinzand la infinit
lim var[u , (7)]=0
T—o

Definim functia de autocorelatie mediatd in timp a unei functii
esantion x(¢) astfel:

R.(1,T)= % j_TT xX(t+1)x(0)de (1./178)

Consideram R, (t,7) drept o variabild aleatoare, avind medie si
variantd. Spunem cd procesul X(¢) este ergodic in functia de autocorelatie
daca sunt indeplinite urmatoarele doua conditii:

lim R (1,7) =Ry (1)
T—o0

lim var[R, (7,7)]=0
T—x©
Cu aceste cunostinte minime de teoria probabilitatii, vom aborda in

capitolul urmator obiectul nostru de studiu propriu-zis, care este teoria
matematica a informatiei.



